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m\  LA  DIVISIBILITE  DES  POLYiXOMES  Ei\riËRS 
A   PLUSIEURS   VARIABLES; 

Par  m.  Ch.  MÉRAY. 


1.  A}anl  été  ramené  à  cette  théorie,  il  y  a  une  ving- 
taine d'années,  par  le  besoin  accidentel  de  l'iin  de  ses 
points  [le  théorème  du  n"  10,  III  (in/.)^,  je  ne  l'ai 
vue  nulle  part  traitée  d'une  manière  tout  à  fait  satis- 
faisante, et  j'ai  aperçu  le  principe  de  l'exposition  que 
j'en  vais  présenter. 

On  saisira  facilement  l'esprit  général  de  la  méthode 
en  remarquant  à  chaque  pas,  qu'elle  consiste  dans  la 
combinaison  des  procédés  propres  au  cas  d'une 
seule  variable,  opérée  par  voie  de  récurrence,  c'est- 
à-dire  par  la  réduction  d'un  cas  quelconque  à  un 
autre  où  le  degré  d'une  variable  au  moins  s'est 
abaissé  dans  l'un  au  moins  des  polynômes  à  manier, 
sans  s'élever  dans  tes  autres. 

Je  représenterai  par 

(i)  5,     t,      ...,     V,     X,     y,      ...,      w 

les  variables  indépendantes  qui,  en  nombre  fixe  A, 
seront  exclusivement  engagées,  en  totalité  ou  en  par- 
tie seulement,  dans  les  polynômes  dont  je  parlerai,  et 
je  commence  par  rappeler  et  préciser  certains  faits 
préliminaires. 

I.  \]n  monôme  (entier)  en  (i)  est  une  expression 
formée  en  prenant  quelque  produit   de   puissances  de 
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ces  variables,  à  exposants  entiers,  positifs  ou  nuls, 

puis  celui 

c  s'^  t'' . . .  VT'x^yn . . .  w'\ 

du  précédent,  par  quelque  coefficient  constant  c. 

On  ordonne  ce  monôme  par  rapport  à  un  groupe 
donné  de  ses  variables, 

(■i)  3C,     y,      ...,      (V, 

dites  alors  ordonnatrices,  en  l'écrivant 

(cs'^tT: ..  .  v9).»:^y^i  .  .  .  w'^, 

c'est-à-dire  en  le  considérant  comme  (orme  par  la 
multiplication  de  ses  facteurs  en  (2)  seulement  et  du 
produit  de  son  coefficient  par  ceux  en 

(3)  5,     t,     ...,     V 

seulement,  produit  qui,  à  ce  point  de  vue,  lui  cons- 
titue un  nouveau  coefficient  ne  dépendant  plus  des 
variables  ordonnatrices. 

Par  rapport  aux  variables  (2),  deux  monômes 
sont  semblables  si,  dans  l'un  et  dans  l'autre,  elles 
portent  des  exposants  respectivement  égaux.  Autre- 
ment, ils  sont  dissemblables. 

Quand  le  groupe  (2)  comprend  la  totalité  (i)  des 
variables  de  la  question,  la  relativité  de  cette  simi- 
litude n'est  pas  mentionnée. 

II.  Un  polynôme  (entier)  en  (1)  se  forme  en  pre- 
nant un  seul  monôme  à  la  rigueur,  ou,  habituellement, 
la  somme  de  plusieurs  dissemblables  deux  à  deux  (I), 
qui  soit  ses  termes,  et  dont  les  coefficients  gardent  ce 
nom  pour  cette  nouvelle  expression. 


(  -^  ) 

On  ordonne  un  polynôme  par  rapport  aux  va- 
riables d'un  groupe  tel  que  (2),  en  ordonnant  ainsi  ses 
divers  termes  (1);  en  sommant,  avec  chacun  d'eux, 
tous  ceux  qui  lui  sont  semblables  relativement  au 
même  groupe,  puis  en  faisant  l'addition  de  toutes  ces 
sommes.  On  obtient  ainsi  un  polynôme  en  (2),  ayant 
pour  nouveaux  coefficients  des  polynômes  en  (3),  et, 
dans  leur  ensemble,  les  coefficients  proprement  dits 
de  ces  derniers  polynômes  se  confondent  avec  ceux 
mêmes  du  proposé. 

III.  Par  rapport  à  un  groupe  de  variables  tel 
que  (2),  le  degré  apparent  d'un  polynôme  est  le 
nombre  obtenu  en  formant,  pour  chaque  terme,  la 
somme  des  exposants  portés  par  ces  variables  seule- 
ment, et  prenant  la  plus  grande  valeur  de  ces  diverses 
sommes. 

Son  degré  effectif  est  le  résultat  de  la  même  opé- 
ration exécutée  sur  ceux  seulement  de  ses  termes  dont 
les  coefficients  sont  ^  o.  C'est  lui  que  désigne  tou- 
jours le  mot  degré  employé  seul,  sauf  mention  qu'il 
s'agit  de  l'autre. 

Quand  le  degré  (effectif)  est  nul,  le  polynôme,  sans 
cesser  de  dépendre  nominalement  des  variables  (2), 
n'en  dépend  pas  en  réalité;  car,  afFectées  des  expo- 
sants 0,0,  ...,  o  dans  les  termes  à  coefficients  ^  o, 
ces  variables  n'y  introduisent  que  les  facteurs  con- 
stants I,  I,  ...,  I,  et  les  autres  termes  ont  la  valeur 
constante  o,  quelles  que  soient  celles  des  leurs.  Nous 
dirons  alors  que  le  polynôme  est  déchevêtré  des  va- 
riables (2)  en  question. 

Il  en  est  enchevêtré  si  chacune  d'elles  porte  un 
exposant  >■  o  dans  quelque  terme  pourvu  d'un  coef- 
ficient =zf:  O. 

Dans    ces    diverses    dénominations,    la  mention   de 


(4) 

relativité  s'omet  habituellement,  quand  le  groupe  con- 
sidéré embrasse  la  totalité  (i)  des  variables  de  la 
question. 

IV.  Un  polynôme  est  identiquement  nul,  ou  non, 
selon  que  ses  coefficients  sont,  numériquement,  tous 
nuls,  ou  non. 

Si  tous  les  coefficients  sont  nuls,  il  est  évident  que 
le  polynôme  n'a  jamais  que  la  valeur  o. 

Sinon,  soient  un  polynôme  enchevêtré  de  la  seule 
variable  x  (IH)  et  cj^xl^  son  terme  de  moindre  degré  pi 
parmi  ceux  dont  les  coefficients  sont  ^  o.  La  valeur 
du  polynôme  pouvant  s'écrire  (c^^-\- 1) x\^,  où  celle 
de  £  peut  devenir  aussi  petite  qu'on  le  veut,  moyen- 
nant l'attribution  à  x  d'une  valeur  suffisamment  petite 
quoique  non  nulle,  on  peut  ainsi  rendre  e  numéri- 
quement <  t[x,  rendre  non  nulles  en  conséquence  les 
valeurs  des  deux  facteurs  et  cette  expression,  simulta- 
nément, celle  par  suite  de  leur  produit,  c'est-à-dire  de 
l'expression  elle-même.  Le  polynôme  considéré  n'est 
donc  pas  nul  identiquement. 

S'il  s'agit  d'un  polynôme  enchevêtré  de  deux  va- 
riables a:,  y  seulement,  soit  c^^^x^y^  un  de  ses  termes 
à  coefficient  ^  o,  et  (. .  .  -j-  c^^^yX\^-\-. .  .)jK^  son  terme 
en  y  dans  le  résultat  de  son  ordination  par  rapport 
à  y  (II).  D'après  ce  qui  vient  d'être  constaté,  et, 
comme  le  polynôme  en  x  seulement,  . . .  -\-c^^^x^-+- . . . , 
n'est  pas  nid  identiquement,  parce  que  le  coeffi- 
cient CjA^v  de  son  terme  laissé  en  évidence  ne  l'est  pas 
numériquement,  on  peut  assigner  à  x  une  valeur  a' 
qui  rend  la  sienne,  S'v,  y^o.  Poura7  =  ^',  lepolynome 
proposé  se  particularise  en  ...  4-S^y^-f-  .  .  .,  poly- 
nôme en  y  seulement  dont  le  terme  mis  en  évidence  a 
un  coefficient  ^  o,    auquel,    en    conséquence,  et  par 


(  5) 
une  nouvelle  application  de  ce  qui   précède,  on    peut 
faire  prendre  quelque  valeur  ^o.   Le   proposé   n'est 
donc  pas  nul  identiquement. 

De  là,  on  passe  semblablement  aux  polynômes  en- 
chevêtrés de  3  variables,  puis  de  4?  5,  .  . . ,  etc. 

Pour  abréger,  nous  dirons  un  poljnome  nul  ou  non- 
nul,  selon  que  ses  coefficients  seront  tous  nuls,  ou 
non.  Sauf  mention  du  contraire,  un  poljnome  est  tou- 
jours sous-enlendu  non-nul,  et,  le  plus  souvent, 
émondé  de  ses  termes  nuls  (qui  sont  sans  intluence 
sur  sa  valeur  numérique). 

V.  Le  produit  de  plusieurs  polynômes  est  nul  (IV) 
quand  l'un  au  moins  des  facteurs  est  tel,  mais  non- 
nul  quand  aucun  d'eux  n'est  nul. 

Le  premier  point  résulte  immédiatement  de  ce  que, 
dans  ce  produit,  le  coefficient  de  tout  terme  est  une 
somme  de  parties  dont  chacune  se  forme  en  multipliant 
entre  eux  les  coefficients  de  termes  des  polynômes 
facteurs,  pris  respectivement  dans  tous  ceux-ci. 

D'où  la  nullité  de  chacune  de  ces  parties,  contenant 
ainsi  un  ou  plusieurs  facteurs  nuls  numériquement, 
puis  celle  de  leur  somme,  coefficient  considéré  du 
poljnome  produit,  puis  celle  de  ce  poljnome. 

Pour  le  second  point,  considérons  d'abord  le  cas  de 
deux  facteurs  enchevêtrés  de  la  seule  variable  jj,  et 
soient  {jl',  |j."  leurs  degrés  (effectifs)  (HI),  c^'X^\  c^^x^" 
leurs  termes  de  ces  degrés.  Il  est  visible  que  le  produit 
(amené  à  la  forme  normale)  contient  le  terme 
c^,c'n"X^''^^'  dont  le  coefficient  n'est  pas  nul,  puisque 
ses  facteurs,  c'^^^  c^«,  ne  le  sont  ni  l'un  ni  l'autre.  Le 
poljnome  produit  est  donc  non-nul. 

De  là,  aux  cas  de  deux  facteurs  enchevêtrés  de  2  va- 
riables, puis  de  3,  4»  •  •  •>  on  passe  par  voie  d'ordina- 
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lions  variées  et  de  récurrence,  comme  nous  venons, de 
le  faire  dans  une  circonstance  analogue  (IV). 

Soit  enfin  ^S'^S"  .  .  .^£^J^  un  produit  de  J  poljnomes 
non  nuls  quelconques.  En  vertu  de  ce  qui  précède, 
sont  non  nuls  :  les  produits  ^i"'jp",  puis 

($'$")«'"=^'r«"', 

puis  ...,  puis  enfin  (^^'''î"' .  .  .)^^^'^  qui  est  le  produit 
en  question. 

VI.  Par  rapport  à  tout  groupe  des  variables  (i), 
le  degré  [effectif)  (III)  d'ufi  produit  de  plusieurs- 
polynômes  est  égal  à  la  somme  de  ceux  de  ses  fac- 
teurs. 

Dans  un  premier  polynôme,  soit  pt'  son  degré  de  ce 
genre,  {^')^'  le  groupe  formé  par  tous  ses  termes  (non 
nuls)  de  même  degré  /m',  et  {Q%',  (9^')ct',  •  •  •  les  groupes 
analogues,  de  degrés  >'-<  jji',  ni'-<  v',  .  .  . ,  en  sorte  que 
la  forme 

(G"v+(gv+(g')nT'+.-. 

puisse  être  donnée  à  ce  poljnome.  Soit  encore 

la  forme  analogue  donnée  à  un  autre  polynôme  dont 
le  degré  est  [jl".  Le  produit  de  tous  deux  peut  être 
écrit 

et,  en  premier  lieu,  le  produit  parliel  laissé  en  évi- 
dence est  non-nul  puisque  chacun  de  ses  deux  facteurs 
est  tel  (IV);  en  second  lieu,  son  développement  ne 
contient  évidemment  que  des  termes  élémentaires  de 
degré  commun  jjl'-j-jjl";  en  troisième  lieu,  celui  des 
produits  partiels  non   écrits  ne   peut  donner  que  des 
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termes  <ie  degrés  <;  ij.'  +  a".  On  en  conclut  que  le  de- 
gré du   produit   des   deux,    polynômes   considérés  est 
bien  égal  à  ij.'h-  [jl",  somme  de  ceux  des  facteurs. 

De  ce  cas,  de  deux  facteurs  seulement,  on  passe  à 
ceux  de  3,  4 7  •  •  •»  par  le  moyen  employé  à  la  fin  de 
l'alinéa  précédent  (V). 

Vil.  Deux  polynômes  sont  identiquement  égaux 
ou  non  selon  que,  respecti^^ement ,  les  termes  [non 
nuls)  de  chacun  sont  semblables  à  ceux  de  Vautre 
et  pourvus  de  coefficients  numériquement  égaux, 
ou  bien  quHl  n  en  est  pas  ainsi.  Car  le  polynôme  ob- 
tenu en  prenant  leur  différence  a  pour  coefficients  les 
différences  de  ceux  des  termes  semblables  dans  les  pro- 
posés, et  il  est  nul  dans  le  premier  cas,  non-nul  dans 
le  second  (IV). 

Suivant  l'une  ou  l'autre  alternative,  nous  dirons  ces 
polynômes  égaux  ou  inégaux. 

2.  On  divise  un  polynôme  donné  .DTl  par  un  autre 
3'Ii,  on  fait  la  division  du  premier  par  le  second,  en 
en  cbercbant  un  troisième  dont  le  produit  par  le  second 
soit  égal  au  premier  (1,  VII). 

Dans  cette  opération,  3TL,  dXo  prennent  les  noms  de 
dividende,  diviseur,  et,  si  l'on  peut  lui  trouver 
quelque  résultat  ^,  on  exprime  celte  possibilité  en  di- 
sant que  OTL  est  divisible  par  <i)ï),  que  ^esl  le  quotient 
de  la  division. 

Les  moyens  d'exécution  dérivent  des  observations 
résumées  ci-après. 

I.  Si  le  diviseur  est  nul  (1,  IV),  el,  comme,  en 
conséquence,  son  produit  par  un  polynôme  quelconque 
l'est  toujours  {Ib.,  V),  la  division  est  impossible 
quand  le  dividende  ne  l'est  pas,  possible  quand  il 
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Vest   aussi,    mais   alors    avec    indétermination   du 
quotient. 

II.  Quand  le  diviseur  est  non-nul,  le  quotient  de 
toute  division  possible  est  unique.  Si,  en  divisant  OÏL 
par  Jï),  on  trouvait  deux  quolienls  inégaux  ^, ,  ^2)  ^a 
soustraction  membre  à  membre  des  identités  de  défi- 
nitions 

S\1  =  DZ^i ,        DM.  =  X^2 
conduirait  à 

chose  impossible,  puisque  dans  ce  produit  de  deux 
facteurs  le  second  est  non-nul,  le  premier  supposé  tel 
(Ibid.). 

III.  Quand  le  dividende  est  nul,  non  le  diviseur, 
la  division  est  possible  et  le  quotient  est  toujours 
nul.  Car  l'identité  à  réaliser  o  =  i>^^,  sous  la  condi- 
tion dX,  ^  o,  l'est  toujours  et  seulement  par  '^^=  o  {Ib.). 

Désormais,  nous  supposerons  non  nuls,  le  diviseur 
toujours,  et  aussi  le  dividende  quand  le  contraire 
n'aura  pas  été  spécifié. 

IV.  Pour  que  la  division  soit  possible,  il  est  né- 
cessaire que,  par  rapport  à  tout  groupe  des  va- 
riables (i),  le  degré  [effectif)  w'  du  dividende  soit 
au  moins  égal  à  w"  degré  du  diviseur;  et,  s'il  en  est 
ainsi,  le  degré  analogue  w  du  quotient  est  donné  a 
priori  par  la  formule 

(4)  O)  =  lo' —  co". 

S'il  existe  quelque  quotient  ^,  dont  le  degré  ana- 
logue soit  w,  l'identité  fondamentale  Dit  =  3^:^  en- 
traîne co'==  o>"-|- 0)  (1,  VI),  d'où  w'^w"  et  (4). 
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Maintenant,  nous  pouvons  passer  à  l'examen  de  trois 
cas  simples,  d'où   se  déduit   la  solution  complète  du 
problème. 

Auparavant,  il  faut  noter  que,  pour  un  groupe 
lormé  d'i:ne  seule  variable  u  enclievêlrant  le  divi- 
dende, le  diviseur  et  le  quotient  aux  degrés  u',  u",  i», 
on  a  aussi  bien 

u  =  u' —  u", 

cas  particulier  de  (4)  dont  l'emploi  est  continuel. 

V.   Le  dividende  et  le  diviseur  sont  des  formes 

(OÏL  =)M(5,  <,  ...,  v)x'^'yfi  ...  w^', 
(5X>  =)N(5,  t,  ...,  i>)  xVyr . . .  wV , 

monômes  en  x,  y,  .  .  ..,  w,  ayant  pour  coefficients 
des  polynômes  déchevêtrés  de  ces  variables. 

Si  un  quotient  existe,  son  ordination  par  rapport  au 
même  groupe  (2)  ne  peut  donner  qu'un  terme,  car, 
aulremeni,  son  produit  |jar  %,  ordonné  de  la  même 
manière,  en  contiendrait  plus  d'un  aussi,  alors  que  i)TL 
n'en  a  qu'un  seul.  11  est  donc  de  la  même  forme 

(^=)Q(5,  t,  ...,  i>)x',yn...w^^, 

où  Q{s,  <,  . .  . ,  p»),  i,  71?  ■  '  -1  '1'  sont  :  un  polynôme 
déchevêlré  de  ;r,  y,  .  . . ,  w,  des  exposants  entiers  non 
négatifs,  à  choisir  de  manière  à  donner  identiquement 

M(s,  t,  ...,  P)a^S>^'...w4''(=  D\L  =  DL^) 

=  [^(s,  t,  . . .,  v)  Qis,  t,  , . .,  v)\  a;^"-^^y<+-n  . . .  w^"+'^. 

A  cette  fin,  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes 
sont  visiblement  : 

i"  Pour  que  le  premier  membre  soit  semblable  au 
dernier,  relativement  à  .r,  y,  .  .  .,  w,  que  l'on  ait 


(   >o) 
d'où 

2"  Pour  que  les  coeflicients  des  termes  semblables 
dans  leurs  développements  complets  soient  respec- 
tivement égaux,  que  l'on  ait  identiquement 

M{s,  t,  ...,  P)  =  N(5,  t,  ...,  (^)Q(5,  t,  ...,  P), 

c'est-à-dire  que  M  soit  divisible  par  N  et  que  Q   soit 
pris  égal  au  quotient  de  cette  division. 
Si  donc  il  j  a  possibilité,  on  aura 

^(  =  OÏL  :  31,  )  =  (  M  :  N  )  xl'-'i"yf\'-fi" . . .  w^'-Y, 

ce  qui  ramène  le  problème  au  cas  de  deux  poly- 
nômes, M,  ]N,  impliquant  des  variables  en  nombre 
inférieur  à  celui  des  primitives  (i). 

VI.  Le  dividende  OÏL  est  quelconque^  le  diviseur  X 
est  déchevêtré  des  variables  (2). 

La  possibilité  de  la  division  exige,  comme  condition 
nécessaire  et  suffisante,  que  les  coefficients  M,,  M2,  ... 
du  dividende  ordonné  par  rapport  à  ce  groupe 
soient  tous  divisibles  par  y<=.  Et,  sous  cette  condi- 
tion, ceux  du  quotient  pareillement  ordonné  sont 
les  quotients  M,  :  3L,  M.2\^,  -  •  .  C'est  ce  que  montre 
bien  facilement  l'identification  de  OÏL  au  produit  de  J^a 
par  un  quotient  hypothétique  ^ordonné  de  la  même 
manière  {Cf.  V).  L'opération  est  ramenée  au  cas  de 
polynômes  dépendant  des  variables  (3)  seulement. 

La  condition  formulée  entraine  visiblement  la 
divisibilité  par  Sf^  des  coefficients  de  011,  ordonné 
par  rapport  à  tout  sous-groupe  des  variables  (2). 

VII.  Le  dividende  et  te  diviseur  sont  enchevêtrés 
d^une  même  variable  x.,  aux  degrés   m,  ii[^ui(IV)]. 


(  ■•  ) 

Soient  alors 

(  ,m  =  )  M.,i5-".  ^  M,,,_j  a,.u-i  ^_ . . .  ^ 

les  résultais  de  leur  ordination  par  rapport  à  x  suivant 
ses  puissances  décroissantes,  les  M,  N  étant  des  poly- 
nômes déchevétrés  de  cette  variable.  On  pourra  com- 
mencer et  poursuivre  la  «  division  algébrique  »  du 
premier  par  le  second,  comme  si  les  M,  N  n'étaient 
que  des  constantes,  cela  aussi  longtemps  que  les  degrés 
en  x^  des  premiers  termes  du  dividende  et  des  divi- 
dendes partiels  consécutifs,  resteront  ^h  et  leurs  pre- 
miers coefficients  divisibles  par  N„. 

Quand  ces  divisibilités  se  trouvent  exister  jusqu'au 
bout  et  qu'on  arrive  à  un  reste  nul,  on  constatera  bien 
facilement  que  la  division  de  d%  par  5^  est  possible  et 
que  le  quotient  ordonné  par  rapport  à  a?  se  forme 
terme  à  ternie^  comme  si  cette  variable  était  la  seule 
de  la  question. 

Quand  il  n'en  est  pas  ainsi,  on  reconnaîtra  avec  la 
même  facilité  que  OÏL  n'est  pas  divisible  par  X. 

Ceci  ramène  le  problème  à  un  cas  précédent  (V) 
et  à  celui  de  polynômes  dépendant  de  h  —  i  va- 
riables seulement,  par  la  technique  propre  au  cas 
élémentaire  où  le  dividende  et  le  diviseur  ne  sont 
enchevêtrés  que  dUine  seule  variable. 

VIII.  Comme  chacun  de  ces  moyens  déchevêtre 
toujours  de  quelque  variable,  l'un  au  moins  des  poly- 
nômes qu'il  laisse  à  manier,  et  cela  sans  enchevêtrer 
les  autres,  il  est  clair  que  leur  enchaînement  en  ré- 
currences convenables  conduira  sûrement  à  la  ré- 
ponse comportée  par  la  division  proposée. 

IX.  On  aperçoit  immédiatement,  que  tout  polynôme 
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est  divisible,  tant  par  lui-même,  que  par  une  con- 
stante quelconque  (^  o).  Dans  le  premier  cas,  le  quo- 
tient est  I  ;  dans  le  second,  on  l'obtient  en  divisant 
simplement  les  coefficients  du  dividende  par  la  con- 
stante diviseur  (VI). 

3.  A  la  notion  de  divisibilité,  les  suivantes  se  rat- 
tachent très  étroitement. 

I.  Deux  polynômes  sont  semblables  quand  l'un  est 
divisible  par  l'autre  et  que  le  quotient  de  leur  division 
se  réduit  à  une  constante,  relation  évidemment  réci- 
proque. Ils  sont  dissemblables  s'il  en  est  autrement. 

II.  Les  diviseurs  d'un  polynôme  donné  sont  ceux 
de  degrés  >■  o  qui  le  divisent,  c'est-à-dire  par  les- 
quels il  est  divisible  (2).  Parmi  eux,  se  trouvent  tou- 
jours lui-même  (Ib.  IX)  et,  visiblement,  les  poly- 
nômes semblables  à  tout  diviseur  qu'on  lui  con- 
naîtrait déjà. 

On  notera  que  les  constantes  ne  comptent  pas 
comme  diviseurs,  bien  qu'elles  divisent  tous  les  poly- 
nômes quand  elles  sont  yé  o  [Ibid.]. 

\}n  polvnome  est  premier,  quand,  étant  de  degré 
^  o,  il  n'a  d'autres  diviseurs  que  ses  semblables  (I)  (lui- 
même  compris).  Tel  est,  visiblement,  un  polynôme 
quelconque  du  premier  degré. 

III.  Tout  polynôme  non  premier  peut  être  mis 
sous  forme  d'un  produit  de  facteurs  premiers  {dis- 
semblables ou  semblables);  et  le  nombre  de  ces  fac- 
teurs est  limité,  puisque  leurs  degrés,  tous  >►  o,  ont 
celui  de  proposé  pour  somme.  Ce  polynôme  est  dit 
composé  (de  tels  facteurs). 

{Dans  le  cas  tout  spécial  d' un  polynôme  à  une 
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seule  variable,   de  degré  lo,  ces  facteurs  premiers 
sont  de  degré  commun  =  \ ,  et  en  nombre  =  to.  Ceci 
résulle  du  point  fondamental  de  la  théorie  des  équa- 
tions entières  à  une  inconnue.) 

IV.  Un  diviseur  est  commun  à  plusieurs  polynômes, 
quand  il  divise  chacun  d'eux  séparément. 

Quand  des  polynômes  ont  un  diviseur  commun, 
celui-ci  divise  aussi  toute  combinaison  faite  d'eux 
par  des  additions  et  soustractions  ;  le  quotient  est  la 
combinaison  homonyme  de  ceux  de  leurs  divisions 
par  ce  diviseur.  * 

Des  polynômes  sont  premiers  entre  eux,  quand 
ils  sont  dépourvus  de  tout  diviseur  commun.  Ils  ne 
sont  alors  divisibles  simultanément,  que  par  des  con- 
stantes yi^  o. 

Des  polynômes  dissemblables  et  premiers  chacun 
{dans  le  sens  absolu  du  mot)  sont  toujours  premiers 
entre  eux. 

V.  Les  multiples  d'un  polynôme  donné  sont  tous 
ceux  que  celui-ci  divise;  ils  se  confondent  évidem- 
ment avec  ses  produits  par  tous  les  polynômes  imagi- 
nables; en  particulier,  ils  comprennentses  semblables. 

Tout  diviseur  d' un  polynôme  divise  l'un  quel- 
conque de  ses  multiples;  le  quotient  est  le  produit 
de  celui  de  la  division  du  polynôme  par  le  diviseur, 
et  du  multiplicateur  qui  a  fourni  le  multiple  consi- 
déré. 

Les  multiples  communs  de  plusieurs  polynômes 
sont  tous  ceux  que  divise  chacun  des  proposés. 

4.  La  division  algébrique  est  susceptible  d'une 
extension  dont  nous  allons  avoir  besoin. 
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Les  polynômes  3\L,  SL  du  n"  2,  VII  étant  repris,  on 
peut  en  assigner  un  troisième  ^^'Jj^  déchevêtré  de  ce, 
qui  rende  possible  la  division  algébrique  du  produit 
^^'^DïLpar  ^,  c'est-à-dire  qui  permette  la  forma- 
tion de  l'identité. 

(5)  <^)p3iL  =  (ei5r,4-'«, 

où  ^  et  ^  sont  des  polynômes  dont  les  degrés  en  x 
ont  des  valeurs  =  m  —  w  et  <C  ". 

[.  Soient  N,,^'^  toujours,  le  premier  terme  de  OL, 
puis  M,'^'a7'*h  celui  d'un  dividende  partiel  01L'''  ordonné 
comment,  Jb  l'ont  été.  Aussi  longtemps  que  wij  sera 
^u,  on  assurera  la  possibilité  de  la  division  partielle 
correspondante  en  multipliant  OTt^'^  par  quelque  poly- 
nôme (^)p('^  déchevêtré  de  x,  choisi  de  manière  à 
donner  avec  M^\'  im  produit  ^^^J)"^M^'^'  (jui  soit  divisible 
par  ]Nii;  à  cette  fin,  il  suffira  de  prendre,  pour  le  mul- 
tiplicateur (^>p('),  Na  toujours  (3,  V),  un  poljnome  de 
degré  moindre  parfois  (16,  in/.),  i  même  seulement, 
quand  la  division  partielle  à  exécuter  sera  possible 
d'emblée,  c'est-à-dire  quand  M^^^  se  trouvera  divisible 
par  N„. 

En  représentant  alors  par  i^"^  le  quotient 

[('-V"'Miu,):N.,]:r"^-", 

par  3Tt('+*^  la   difterence   (-^^pC^OrL^'^  —  i^^'^^^,   dont   le 
degré  en  x  est  <;  la,,  il  vient 

(6)  (*)}»('•'  D]U'^  =  q(''  JL  -h  011"+»'. 

11.  En  faisant  successivement  ici  ;"  =  o,  1,2,  . .  .,  on 
trouvera 
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et  l'on  poursuivra  aussi  longlenps  que  mi^^  degré  de 
OfL''"*"'^  restera  ^u.  Comme  les  entiers  m,  nn,  ma,  ••• 
vont  sans  cesse  en  diminuant  de  i  au  moins  chaque  fois, 
on  atteindra  certainement  une  différence  Olt^-/"^'^  dont 
ie  degré  sera  <C  i»^,  à  laquelle,  en  conséquence,  on  sera 
forcé  de  s'arrêter;  et  la  récurrence  (7)  se  terminera  par 


Pour  obtenir  enfin  la  relation  cliercliée  (5),  il  suffit 
maintenant  d'ajouter  membre  à  membre  celles  de  l'en- 
semble (7)  et  (8),  multipliées  respectivement  par  les 
produits 

1    (:i-)j)(l)(x)j,(2)lx),..pCy)  i^       U)|,(2)la:)pC3)_._(x)p(yi  {^ 

puis  de   noter  (•'*^"|),  QIX  et  tl  les    sommes  des  produits 
de  ces  multiplicateurs  par  les  '•'"^p,  . . .,  par  les  q,  ...  et 

Les  multiplicateurs  (9)  étant,  comme  leurs  facteurs 
(•^^p,  ...,  tous  déchevêtrés  de  a;,  on  observera  :  que 
'■■^■'P  est  tel,  que  le  degré  de  Cl  en  a^est  m  —  n  puisque 

ceux  de  H,  q^'^,  il^'^^   ...sont  m u,   nu  u,    mo — II,    ..., 

en  suite  sans  cesse  décroissante,   que  celui  de 

est  <;  11,  ce  que  nous  avons  déjà  vu. 

m.  11  est  essentiel  de  noter  que  la  construction  de 
la  relation  (5)  comporte  simplement  l'algorithme 
de  la  division  algébrique  à  une  seule  variable  ordon- 
natrice^ combiné  avec  le  maniement  de  polynômes 
déchevêtrés  de  cette  variable,  c'est-à-dire  en  conte- 
nant une  de  moins  que  les  proposés.  On  supprime- 
rait même  toute  difficulté  dans  ce  maniement,  en  pre- 
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nant  invariablement  N„   pour  chacun  des  multiplica- 
teurs ^-^^p,  '-^^p^'^, 

On  pourrait  donner  à  cette  opération  le  nom  de 
quasi-division  relative  à  la  variable  ordinatrice  x,  de 
OTL  par  5X>,  à  ces  polynômes  et  à  Ct,  'H,  ceux  de  quasi- 
dividende,  quasi-diviseur  et  quasi-quotient,  quasi- 
reste,  à  '•^^'^  celui  de  préparateur. 

La  division  algébrique  n'étant  que  le  cas  particulier 
qui  se  présente  quand  le  préparateur  se  réduit  à  i,  ces 
dénominations  lui  seraient  bien  mieux  appropriées  que 
celles  du  langage  courant,  puisque  la  divisibilité  pro- 
prement dite  du  dividende  par  le  diviseur  n'est  qu'une 
éventualité  tout  à  fait  exceptionnelle. 

Au  n°  16  (in/.),  nous  verrons  qu'on  peut  toujours 
s'arranger  de  manière  à  rendre  premiers  entre  eux  le 
préparateur  et  le  quasi-quotient. 

5.  Les  mêmes  polynômes  .OU,  dZ,  (2,  VII),  (4)  étant 
encore  repris,  on  peut  en  assigne/-  trois  autres, 

(g  bis)  $,     ^,     '•^■)^, 

dont  le  dernier  est  déchevêtré  de  x,  dont  les  deux 
premiers  sont  non-nuls  (1,  IV),  avec  des  degrés  p,  c\ 
en  X  remplissant  les  conditions 

p  <[  11,       q  <^  m,, 

et  qui,  tous  trois,  donnent  avec  DIL,    J^   la  relation 

(lo)  ^i)\\-\-<^r<o  =  ^^^§. 

l.   La  suite  de  polynômes 

■^y-i)     ^"^ji    a^y-4-1)     i^y+2) 

qui  commence  par  les  proposés  et  se  poursuit  par  ceux 
qu'on  rencontre  successivement  à  partir  du  troisiènie, 
en  prenant  chaque  fois  le  quasi-reste  de  la  quasi-divi- 
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sion  de  ranliprécédent  par  le  précédent  (4,  III),  s'ar- 
rête forcément  à  un  terme  SKaj^^  déchevétré  de  x.  Leurs 
degrés  en  x  forment  effectivement  une  suite  décroissante 

(il)  m^  u  >  Il  1  >  Il  j  >  .  .  .  >  iiy+i  >  lty^.J  (  =  O  ), 

puisque,  dans  toute  quasi-division,  celui  du  quasi-reste 
est  inférieur  à  celui  du  quasi-diviseur;  et  un  entier  non 
négatif  décroissant  finit  toujours  par  atteindre  la  va- 
leur o. 

Si  ces  quasi-divisions  ont 

(12)       te)|),       (')pi,       ...,      (*)p^,      (^)p^+„       ...,       (^'py,       (^Jpy+i, 

pour  préparateurs  et  quasi-quotients,  ceux-ci  changés 
de  signes,  elles  seront  formulées  par  les  relations. 


(14) 


'*^Pf^.,  DLi  -+-  q/+,  3^i+,  =  3î;,,+2, 


(*)py  ^y_ ,  H-  qy  ^y  =  ^y+,  , 

**'P/-t-l  SfLj-^  qy-^.l  3'ï>y-M  =  dZ>j+i, 

desquelles,  en  procédant  de  bas  en  haut,  comme  nous 
allons  l'indiquer,  on  déduira  successivement  celles-ci 
en  même  nombre  j  -\-  i  : 

?3ÏL        -4-QX  =Xy+„ 


(i5) 


1 

Py  (Xy_  1  -+-  Qy  <D^y  =  (D^y+2 , 

Py-f-1  (Dby  -<-  Qy+i  «)T^.y^.l  =  5'^->y^.2. 


M. 
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Pour  la   dernière  de  (i5),  on  prendra  simplement 
celle  de  (14)5  c'est-à-dire  qu'on  fera 

(16)  Py+i  =  t^)j)y+i,  Qy+i  =  Hj+i. 

Ensuite  et  généralement,  on  formera  celle  de  (i5)  où 
l'indice  commun  de  P,  Q  est  i  (<^J  +  i),  en  prenant 
le  résultat  de  l'élimination  de  SfLi^i  entre  celle  du  même 
tableau  où  cet  indice  est  i-\-  1,  et  celle  de  (i4)  où 
^'^^P,  m  portent  l'indice  i,  élimination  faite  de  manière 
à  donner 

(17)  P,-  =  t^-'p/  Q/+, ,         Q/  =  P,+,  -^  m  Q:+l  ■ 

Tout  ceci  ayant  été  exécuté,  il  suffira,  pour  former  la 
relation  cherchée  (10),  de  prendre 

(18)  ^=P,  ^=Q,  (^)^  =  J^y+2, 

OÙ  SfLj_^.2  est  déchevêtré  de  x,  et  nous  allons  constater 
que  P,  Q  remplissent  les  conditions  imposées  à  ^,  ^ 
par  l'énoncé. 

II.  Nous  représenterons  par  .  . .,  X/,  ...  les  degrés 
en  X  (effectifs)  des  poljnomes  (i3)  tous  non-nuls 
comme  quotients  de  quasi-divisions  possibles  à  divi- 
dendes non-nuls,  et  par  . . .,  H,,  . . .,  par  . . .,  X/,  . . ., 
ceux  des  ...,  P,-,  .. .,  des  Q/,  ...,  dont  nous  allons 
reconnaître  la  non-nullité. 

r'  On  a 

Conséquence  immédiate  de  l'égalité  '^j=n^_, — h,- 
et  des  inégalités  (i  i). 

2°  Si  les  inégalités 

(19)  P/-ti7^o,         Qi+i^o, 

(20)  n/+i<X/4.i 
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existent,  on  aura  encore 

(21)  P/5^0,  Q/T^O, 

avec 

{■il)  ni=X,-+i,         X,'=y^,--HX/+i, 

d'où,  soit 

(•i3)  n/<X,-,         si     i>o        (i°), 

soit 

(24)     n^X,     51    1  =  0,     selon  que  y^^^M  —  n  est  ^o  (Ib.). 

A  cause  de  Qz+i  7^  o  (19),  de  l'inégalité  de  principe 
(^)p,^o,  la  première  formule  (17)  donne  immédiate- 
ment 9i^o  (21),  puis  n,=:Xi4.,  (22),  par  sa  combi- 
naison avec  le  fait  que  les  préparateurs  (12)  sont  dé- 
chevêtrés  de  a;. 

Pour  la  même  cause,  et  parce  que  lî/^z^  o,  la  der- 
nière partie  de  l'expression  de  Q,-  (17)  est  non-nulle, 
avec  X, -i-  X/^i  pour  degré  (en  a:);  la  première  partie 
étant  non  nulle  aussi  (19),  mais  de  degré  11/^,  qui  est 
•<  X,4.i  (20),  cette  expression  est  non-nulle  et  de  degré 
X/H-X/+,.  La  seconde  relation  (19)  conduit  donc  aux 
secondes  relations  (21)  et  (2a),  d'où  (  28)  ou  bien  (24) 
suivaot  le  cas. 

3°  A  cause  de  (16)  entraînant 

Bj+i  =  o,  Xy^-i  =  ij+t  >  o, 

les  inégalités  (19),  (20)  ont  lieu  pour  «  =y -j-  i  ;  elles 
subsistent  donc  pour  i  =J,  j  —  i,  . . ,,  1,  o  (2°). 

4"  En  faisant  f=  1,  2,  ...,j  successivement  dans 
la  seconde  égalité  (22),  se  rappelant  que  Xy+i  =Xj^i 
(i())  =  iiy  —  liy^,   parce  que  i\j^i   est  le  quasi-quotient 
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de  la  quasi-division  de  3î.y  par  i)I^y^, ,  et  ajoutant  mem- 
bre à  membre,  il  vient 

/  ^'^i  =  Xi  +  X2^-  •••  +Xy+i 

(25)       I  =  (it,  — II,  )-f-(u,  —  iij)-h  ...   -}-(lly— M-y+i) 

(  =11,  lly^,. 

On  en  conclut  II  =  X,  (92)  <  n  (i  r). 

Enfin,  la  seconde  égalité  (22)  et  (25)  donnent  im- 
médiatement   X  =  (iiv  —  a)  +  (11, 'V+i)  =  '^  —  "/+M 

d'où  X  <;  m,  dernier  point  nous  restant  à  établir. 

III.  La  formation  de  la  relation  (10)  sous  les  condi- 
tions posées  peut  se  nommer  V élimination  de  x  entre 
les  polynômes  ,')1I,  SK,  ;  les  polynômes  (9  bis)  en  sont  les 
multiplicateurs  et  le  ( polynôme) ^/«a/. 

6.  Quand  un  polynôme  premier  SIL  (3,  II)  divise 
le  produit  4^31L  de  deux  autres  {premiers  ou  com- 
posés), mais  non  le  second  facteur  d\L,  il  divise 
Vautre  J(^  forcément. 

Notre  démonstration  comporte  l'examen  successif 
des  cas  distingués  ci-après. 

I.  3X>  n'est  enchevêtré  que  de  tout  ou  partie  du 
groupe  (3);  ^,  011  le  sont,  tant  de  [3)  que  de  {2)  ; 
le  théorème  a  été  démontré  dans  tous  les  cas  où 
chacun  de  ces  trois  polynômes  ne  l'est  que  de  tout 
ou  partie  de  (3). 

1°  Sous  ces  hypothèses,  et  si  notre  théorème  est 
vrai  quand  J^^  d\l,  enchevêtrés  de  (3),  ne  le  sont  en 
outre  que  de  quelque  sous- groupe  de  (2),  il  subsiste 
après  C adjonction  d' une  nouvelle  variable  x  à  ce 
sous- groupe. 
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Cette  adjonction  ayant  été  faite,  soient 

(^   =)L/a7'-(-L,_,ar'-i-f-..., 
(  on  =  )  M,„a7'«  -h  M,„_i  ar'«->  •+-... 

les  résultats  de  l'ordination  de  ces  polynômes  par  rap- 
port à  X,  dont  les  coefficients  L,  M  en  sont  déche- 
vétrés,  et  dont  les  termes  ont  été  écrits  dans  l'ordre 
où  leurs  degrés  (en  x)  décroissent. 

Comme  les  M  ne  sont  pas  tous  divisibles  par  %,  sans 
quoi  011  le  serait  (2,  VI),  contrairement  à  l'hjpothèse, 
l'un  d'eux  au  moins  M^^  sera  non  divisible  à  l'exclusion 
de  ses  précédents  M„j,  M,w_,,  ...,  M(|,_,,  et  en  écri- 
vant 

le  second  membre  sera  divisible  par  DZ  puisque  les 
deux  parties  du  premier  le  sont  (3,  IV),  l'une  par  hy- 
pothèse, l'autre  à  cause  de  la  même  divisibilité  des 
coefficients  M;;,,  M„,_,,  . , .,  M(j,_,.  Mais  on  a 

^(M^x\>--^ . . .)  =  (L/x' -h . .  .)iM^^x\>-  -h . . .) 
=  LiM^xi+\^-^..., 

développement  où  le  terme  laissé  en  évidence  n'en  a 
visiblement  aucun  autre  semblable.  Il  faut  donc  (2,  VI) 
que  L/M(x,  coefficient  de  ce  terme,  soit  divisible  par  5^, 
et,  par  suite,  en  vertu  de  l'hypothèse  spéciale  au  pré- 
sent sous-alinéa,  que  L/  le  soit,  puisque  M^  ne  l'est 
pas. 

On  a  ensuite 

J^(M^,,xi^-h...)—Llxl{My,x\^^...) 

=  (L/_,  ip'-i  H- . . .  )  (  M jA arîA -h . . .  ), 

produit  encore  divisible  par  3^,  comme  les  deux  parties 
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du  premier  membre  où  L/  l'est.  De  même  qu'à  l'ins- 
tant, et  en  vertu  de  la  même  hypothèse,  la  non  divisi- 
bilité de  M(i  entraînera  la  divisibilité  de  L/_,,puis, 
successivement,  de  L/_2,  ...,  Lo,  puis  finalement  celle 

2°  L'exactitude  du  point  en  question  ayant  été  ad- 
mise pour  le  cas  oii  4^,  OTL  sont  déchevêtrés  de  (2),  ce 
qui  précède  l'étendra  à  ceux  où  l'on  introduit  dans  ces 
polynômes  les  variables  x  d'abord,  puis  y  après  x, 
puis  z  après  x  et  y,  puis  .  . .,  puis  w  finalement. 

II.  DXl  n'est  enchevêtré  que  de  tout  ou  partie  de 
(3)  ;  41,j  3T;>  le  sont  de  tout  ou  partie,,  tant  de  {1)  que 
de  (3);  le  théorème  a  été  démontré  dans  tous  les  cas 
où  chacun  de  ces  trois  polynômes  ne  Vesl  que  de 
tout  ou  partie  de  (3). 

Nommons  ^  le  quotient  de  la  division  du  produit 
4^ÎL,  par  ^^  qui  est  supposée  possible. 

1°  Si  OÏL  est  déchevétré  des  variables  (3)  encore,  il 
se  réduit  à  une  constante,  et  le  point  en  question  est 
évident.  Car  le  quotient  '^:  OTL  est  un  polynôme  entier 
semblable  à  ^(3,  I),  et  l'identité 

(26)  4l3n.=^3L 

donne  immédiatement  JÇj=  (^  :  Oïl)  5X>. 

2°  Sinon,  soient  nt|,  llla,  lits,  ...,  llty  des  facteurs 
premiers  en  lesquels  OÏL  peut  être  décomposé  (76.,  III), 
facteurs  tous  déchevêtrés  de  (2)  puisqu'il  en  est  ainsi 
pour  leur  produit  OÏL  (1,  VI).  L'identité  (26)  s'écrira 

(27)  4Ln»imtms. .  .nty  =  ^0Î,, 

et,  comme  tît,  divise  le  premier  membre  (3,  V),  il  di- 
visera le  second,  mais  non  le  facteur  premier  ^  dé 
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celui-ci  ;  car  il  lui  serait  semblable  {Ib.,  H),  et,  divisant 
m,,  SP^  diviserait  OIL  {Ib.,  V)  contrairement  à  l'hjpo- 
thèse.  Ce  facteur ttli  divise  donc  ^(I),  et,  en  nommant 
^1  le  quotient  ^:  m,  de  cette  division,  celle  des  deux 
membres  de  (27)  par  le  même  diviseur  conduit  à 

4:mjm3...my=^,  %     (3,V). 

On  prouvera  de  la  même  manière  que  1112  divise  ^,, 
puis  que  tlts,  ...,  Hly  divisent  ^2»  •••>  ^y-(  quotients 
de  ces  divisions  enchaînées.  En  nommant  enfin  ^• 
celui  de  la  dernière,  on  obtiendra  successivement  les 
identités 

dont  la  dernière  formule  précisément  le  fait  à  établir. 

III.  X^,  n\L,  3T5  sont  enchevêtrés  chacun,  de  tout 
ou  partie  du  groupe  (3)  et  de  x  seulement  dans 
Vautre  (2),  ceci  à  des  degrés  quelconques  f,  m,  u;  le 
théorème  a  été  démontré  dans  tous  les  cas  où  cha- 
cun des  trois  polynômes  ne  l'est  que  de  tout  ou  partie 
de  (3). 

Entre  OTL,  2Ko  nous  éliminerons  x  par  la  relation 

(28)  ^yn.  +  ^x  =  f<f , 

où  ^^^#  est  déchevêtré  de  x,   où  les  degrés  (en  x)  de 
^,  ^  sont  p  -<  II,  c^  <  lu  (5). 

1°  Sous  les  hypothèses  actuelles  (III),  et  si  notre 
théorème  est  vrai  pour  n  =  y,  entier  ^i,  il  l'est  en- 
core pour  it  =  V  +  i . 

Supposons  u  =  V  +  I . 

A.  Tout  polynôme  premier  p  dont  le  degré  {en  x) 
est  £v,  et  qui  divise  le  produit  ^^X,  divise  ^  aussi. 
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Dissemblable  au  polynôme  premier  3Î),  comme  étant 
de  degré  inférieur  à  v  +  i  degré  de  celui-ci,  il  ne  peut 
le  diviser. 

Si  p  est  déchevêtré  de  x^  il  divise  ^  par  application 
du  dispositif  de  l'alinéa  I. 

S'il  en  est  enchevêtré,  ;^ l'est  forcément  aussi.  Au- 
trement ^  serait  non  divisible  par  p,  le  dispositif  de 
l'alinéa  II  serait  applicable  aux  trois  polynômes  â)b, 
^,  p  (substitués  respectivement  à  4^,  OTl,  ^To  du  lieu 
cité),  et  ^  serait  divisible  par  p  contrairement  à  ce 
que  nous  venons  de  constater.  Les  polynômes  :^,  ^^ 
P  sont  alors  enchevêtrés  de  x^  tous  trois;  le  troisième 
est  premier,  de  degré  <[  v  +  i ,  et  divise  :^|rc>  sans  di- 
viser ^\  il  divise  donc  î^en  vertu  de  l'hypothèse  addi- 
tionnelle propre  au  présent  sous-alinéa  i", 

B.  Le  polynôme  '^^^  est  non-nul. 

Autrement  la  relation  (28)  donnerait 

ce  dont  nous  allons  reconnaître  l'impossibilité. 

Si  ^  se  réduit  à  une  constante,  —  ^  ^  ^  serait  un  po- 
lynôme entier,  et  l'on  aurait  Oft  ==  ( —  ^',  ^)dL,  chose 
impossible  puisque  nous  admettons  que  OTL  n'est  pas 
divisible  par  OL. 

Sinon,  tout  facteur  premier  de  ^  diviserait  ^3^, 
^  par  suite  (A),  parce  que  son  degré,  égal  au  plus  à 
celui  de  ^S  qui  est  essentiellement  inférieur  à  v  -}-  i  de- 
gré de  2fL,  est  £v.  En  raisonnant  ensuite  comme  tout 
à  l'heure  (II,  2°),  on  trouverait  que  OTL  est  divisible 
par  SL,  contrairement  à  ce  que  nous  avons  supposé. 

G.   Finalement,  si  l'on  multiplie  (28)  par  4^,  il  vient 

(29)  (S{J^DK  )-^^^(DL)  =  i:^^^é, 
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ceci  montrant  que  3X>  divise  -^^•^^^,  comme  divisant -(^Sl^ 
par  hypothèse,  DZ  en  fait,  les  deux  parties  du  premier 
membre  par  suite  (3,  IV).  Or,  enchevêtré  de  x,  il  ne 
peut  diviser  le  second  facteur  '-^'^  de  ce  produit,  qui, 
non-nul  (B),  en  est  au  contraire  déchevêtré.  11  en  di- 
vise donc  l'autre  facteur  ^(11). 

2"  Sous  les  mêmes  hypothèses  (IH),  notre  théo- 
rème est  vrai  pour  »=  i . 

Les  raisonnements  sont  identiques  à  ceux  des  sec- 
tions (A),  (B),  (C)  du  sous-alinéa  précédent  (i°), 
avec  cette  simplification  pourtant  que,  p  <  u  étant  ici 
=  o,  tous  les  facteurs  premiers  de  ^  sont,  comme 
lui-même,  déchevêtrés  de  ^.  . 

3"  Sous  les  mêmes  hypothèses  (III),  notre  théo- 
rème est  vrai  pour  toutes  les  valeurs  de  «.  Consé- 
quence immédiate  de  la  combinaison  des  sous-ali- 
néas  1°,    2". 

IV.  i^^  3TL,  Db  sont  enchevêtrés  de  œ,  déchevêtrés 
de  toutes  autres  variables  ;  rien  du  théorème  n'a 
encore  été  établi. 

Les  raisonnements  sont  ceux  de  l'alinéa  III,  avec  les 
menues  modifications  suivantes  : 

Dans  la  section  A  de  son  sous-alinéa  i",  p  ne  peut 
être  déchevêtré  de  ^,  puisque,  ne  dépendant  alors 
d'aucune  variable,  il  se  réduirait  à  une  constante  et  ne 
serait  pas  un  diviseur  du  produit  ^l>  (3,  II);  si  ^ 
n'était  pas -enchevêtré  de  ^,  il  se  réduirait  à  une  con- 
stante pour  la  même  cause,  et,  semblable  alors  au  poly- 
nôme premier  3Î,,  le  produit  en  question  ne  pourrait 
être  divisible  par  p,  cortlrairement  à  l'hypothèse  spé- 
ciale à  cette  section. 

Dans  la  section  B  du  même  sous-alinéa,  le  polynôme 
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non  nul  <-^^^  se  réduit  à  une  conslanle  <ï>,  puisque,  dé- 
chevêtré  essentiellemeot  de  x,  la  seule  Variable  de  la 
question,  il  ne  dépend  d'aucune. 

Dans  le  sous-alinéa  2",  ^  se  réduit  à  une  constante  II, 
et  la  relation  finale  (29)  prend  la  forme 

sur  laquelle  la  divisibilité  de  -1^  par  3î>  est  plus  visible 
encore. 

V.  Des  cas  examinés  ci-dessus,  on  passe  à  tous  les 
autres  par  la  marche  progressive  dont  les  premières  et 
principales  étapes  sont  indiquées  ci-après,  avec  leurs 
références. 

a.  —  ^^  OîL,  ^sont  enchevêtrés  de  x  seulement 
[(IV)]. 

^.  —  Jt)  est  enchevêtré  de  x  seulement  ;  OR/,  4^  l& 
sont  de  x^  y  seulement  [(a),  (I)]. 

y.  —  <DTi  est  enchevêtré  de  x^  y  seulement;  dV^  ne 
V  est  que  de  y  ;  *^est  comme  D^[(a),  (jS),  (II)]. 

ô.  —  3X),  OU,  .^sont  enchevêtrés  de  x^  y  seule- 
/n^n^[(a),(^),(y),(lll)]. 

e.  —  .%  est  enchevêtré  de  x^y  seulement;  On,  4^, 
de  x,y,  z  seulement  [(a),  (P),  (y),  (S),  (I)]. 

t\.  —  0Ï,  est  enchevêtré  de  x,  y^  z  ;  011  ne  l'est 
que  de  y^  z\  4^  est  comme  3t.  [(a),  ([3),  (y),  (3),  (e), 

(")]• 

(La  condition  imposée  à  ^^  OFl,  i^  de  dépendre  des 
variables  successivement  désignées,  par  voie  d'enche- 
vêtrement proprement  dit,  non  à  titre  simplement 
nominal,  a  eu  pour  but  de  donner  brièveté  et  com- 
plète précision  à  la  spécification  de  ces  divers  cas,  et 
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d'en  montrer  plus  nettement  la  progression.  Mais,  dans 
le  cas  (^)  par  exemple,  l'un  des  polynômes  2fïl,  4;^pour- 
rait  être  déchevêtré  de  y,  tons  deux  pourraient  être 
enchevêtrés  d'autres  variables  quelconques  accompa- 
gnant X.  Et  de  même  dans  les  autres.) 

7.  Un  polynôme  premier  2f^  qui  divise  le  pro- 
duit 31L,  OTLa. .  .OULa  de  polynômes  quelconques,  di- 
vise Cun  au  m,oins  d^ entre  eux,  lui  est  semblable  en 
conséquence  si  ce  facteur  est  premier  aussi. 

Car  5Ka  divise  le  produit  de  deux  facteurs  seulement 
OTL,  (3IL2  •  •  -311/*)  =  on,  ..  .Jdk'i  si  donc  il  ne  divise  pas 
DTLi ,  il  divisera  le  produit  rPdi . . .  SfïLk  (6).  On  verra  de 
même  que,  s'il  ne  divise  pas  DÏL2}  i'  divise  OTLs  . . .  OH^t, 
et  ainsi  de  suite,  puis  finalement  que,  s'il  ne  divise 
pas  -')TLyt_,,  il  divise  DTift. 

8.  En  décomposant  un  même  polynôme  quel- 
conque en  facteurs  premiers  (3,  III),  on  ne  trouve 
jamais  ceux-ci  qu'en  un  même  nombre  et  respecti- 
vement semblables,  pour  chaque  décomposition,  à 
ceux  provenant  de  toute  autre  (conçus  dans  un 
ordre  convenable). 

1.  Quand  un  produit  /|lî  de  i polynômes  premiers 
5^,,  ...,  STsi  est  semblable  à  un  autre  produit  ^^^|II 
de j'^i  facteurs  de  ce  genre,  on  a  i  =  j,  et  les  fac- 
teurs de  chacun  sont  respectivement  semblables  à 
ceux  de  Vautre  {conçus  dans  un  ordre  convenable). 

Le  facteur  ^X»  de  {^  divise  évidemment  le  poly- 
nôme semblable  ^-Z^^,  divise  en  conséquence  l'un  3^' 
des  facteurs  de  celui-ci  (7),  lui  est  même  semblable 
puisque  3Î>,,  2f^'  sont  premiers  (3,  II),  et  les  quotients 
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,|î  :  é>t,  =  <DT:,2  .  • .  ^i,   ^•'^î'  :  5(L' ={...)'  sont  évidem- 
ment semblables  aussi. 

De  là  on  conclut,  de  la  même  manière,  que  JGo,  fac- 
tenr  de  X2 .  •  •  3X>/  est  semblable  à  quelque  facteur  5Ï>" 
de  (...y,  que  les  quotients  ,|l  :(3îi,X2),  ^^'>H  :(3Î,'X") 
le  sont  encore,  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  épuisement 
des  facteurs  de  ,-^ .  A  ce  moment,  le  polynôme 
i^:{SIL,OZi...  SK,i),  auquel  U)'f^  :  {3fL'  dV . . .  3^('))  est 
encore  semblable,  se  réduit  à  une  constante;  il  faut 
donc  que  ce  dernier  se  réduise  aussi  à  une  constante, 
ceci  entraînant  i=^j- 

II.  De  là  notre  théorème,  puisque  deux  décomposi- 
tions quelconques  conduisent  à  des  groupes  de  facteurs 
dont  les  produits  sont  égaux,  au  polynôme  proposé 
chacun,  mutuellement  par  suite,  semblables  en  parti- 
culier. 

9.  Comme  on  amène  immédiatement  des  polynômes 
semblables  à  l'égalité,  en  les  multipliant  par  des  con- 
stantes convenables,  on  peut  sous-entendre  Vintro- 
duction  préalable  de  tels  multiplicateurs,  et,  par 
cette  convention,  simplifier  considérablement  le 
langage.  Au  lieu  de  l'énoncé  précédent  (8),  on  dira 
par  exemple  : 

Tout  polynôme  peut,  d^ une  seule  manière,  être 
mis  sous  forme  d'un  produit  de  puissances  de  po- 
lynômes premiers  inégaux  (  c'est  à-dire  dissem- 
blables). 

Le  seul  mot  décomposition  est  très  commode  pour 
désigner  cette  opération  et  aussi  son  résultat. 

10.  Une  certaine   suite    de   théorèmes  intéressants 
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découlent  presque  immédiatement  de  ceux  des  n***  6 
et  7,  qui  sont  fondamentaux  ;  mais,  dans  leurs  énoncés, 
dans  leurs  démonstrations,  ils  ont  une  telle  analogie 
avec  ceux  qui,  en  Arithmétique,  se  groupent  autour  de 
la  décomposition  des  nombres  entiers  en  facteurs  pre- 
miers, qu'il  serait  tout  à  fait  superflu  de  les  exposer 
ici.  J'en  mentionnerai  trois  seulement,  le  premier  ap- 
puyant tous  les  autres,  le  second  et  le  troisième  plus 
particulièrement  utiles. 

I.  La  décomposition  (9)  du  produit  de  plusieurs 
polynômes  est  le  produit  des  facteurs  inégaux  qui 
appartiennent  à  ^ensemble  des  décompositions  de 
ceux-ci,  chacun  de  ces  facteurs  premiers  étant 
pourvu  d'un  exposant  égal  à  la  somme  de  ceux 
qu'il  porte  dans  ces  diverses  décompositions. 

II.  Un  polynôme  {quelconque)  qui  divise  un  pro- 
duit de  deux  facteurs  en  étant  premier  à  l'un  de 
ceux-ci  (3,  IV)  divise  l'autre  (Cf.  6). 

III.  Quand  un  polynôme  est  divisible  séparément 
par  d'autres  dont  deux  quelconques  sont  premiers 
entre  eux  (3,  IV),  il  l'est  aussi  par  leur  produit. 


11.   Des  polynômes  quelconques 

(3o).  X,     M\>,     ...,     C,     ^,     ...,     3t 

étant  donnés,  si,  dans  l'ensemble  des  facteurs  pre- 
miers de  leurs  décompositions,  on  affecte  chacun  de 
ceux-ci  du  moindre  des  exposants  qu'il  porte  chez  les 
unes  et  chez  les  autres  (o  quand  il  ne  figure  pas  dans 
toutes),  la  multiplication  de  ces  puissances  donne  un 
nouveau  polynôme  unique  A,  dont  les  propriétés  ca- 
ractéristiques sont  maintenant  très  visibles. 


(  3o  ) 

I.  Tout  diviseur  de  A  {lui-même  compris)  est  di- 
viseur commun  pour  tous  les  polynômes  proposés. 
Inversement,  ceux-ci  n^ont  pas  d'autî-es  diviseurs 
communs  que  ceux  de  A. 

Ce  dernier  A  est  ainsi  celui  des  diviseurs  communs 
des  proposés,  dont  le  degré  (total)  est  le  plus  grand, 
laison  pour  laquelle  on  le  nomme  leur  plus  grand 
commun  diviseur. 

[Des  polynômes  premiers  entre  eux  (3,  IV)  n'ont 
pas  de  plus  grand  commun  diviseur  proprement  dit, 
puisqu'ils  ne  sont  divisibles  simultanément  que  par  des 
constantes  {Ib.,  II).  Mais  on  leur  attribue  conven- 
tionnellement  parfois  une  constante  pour  plus  grand 
commun  diviseur.] 

II.  Les  quotients 

T'     T'     •*•'    T 

sont  premiers  entre  eux.  Réciproq uement,  un  poly- 
nôme A  est  le  plus  grand  commun  diviseur  des 
proposés  (3o),  sHl  les  divise  tous,  en  donnant  des 
quotients  premiers  entre  eux. 

III.  Si  le  groupe  (3o)  est  partagé  dune  manière 
quelconque  en  plusieurs  sous-groupes 

(30  (X,  Db,  ...),     (,!:,  ^,  ...),... 

ayant  respectivement  A<,  A2,  . . .  pour  plus  grands 
communs  diviseurs,  celui  du  groupe  total  est  le  plus 
grand  commun  diviseur  de  A,,  Ao,  

Cette  observation  réduit  la  recherche  du  plus  grand 
commun  diviseur  de  poljnomes  en  nombre  quel- 
conque, à  de  simples  réitérations  de  celle  concernant 
deux  poljnomes  seulement. 
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J2.  En  plaçant  chaque  facteur  des  décompositions 
des  mêmes  polynômes  (3o)  sous  un  exposant  égal  au 
plus  grand  de  ceux  qu'il  porte  dans  les  unes  et  dans  les 
autres,  puis  en  faisant  le  produit  de  ces  puissances,  on 
forme  un  autre  poljnome  V,  unique  encore,  qui  est 
caractérisé  par  des  propriétés  inverses,  en  quelque 
sorte,  de  celles  du  plus  grand  commun  diviseur. 

I.  Tout  miilliple  de  V  (^lui-même  compris)  est  un 
multiple  commun  de  tous  les  polynômes {Zo)^  (3,  V). 
Inversement,  ceux-ci  n^ont  pas  d'autres  multiples 
communs  que  les  multiples  de  V. 

Ce  polynôme  est  donc  celui  de  moindre  degré  (total) 
parmi  les  multiples  communs  des  proposés;  à  cause  de 
cela,  on  le  nomme  leur  plus  petit  commun  multiple. 

[Quand  les  polynômes  (3o)  sont  premiers  entre  eux 
deux  à  deux,  leur  plus  petit  commun  multiple  est 
leur  simple  produit  (10,  III).] 

II.  Les  quotients 

x'    iti,'    •■•'3e 

sont  premiers  entre  eux,  et,  si  V  est  un  polynôme 
rendant  de  tels  quotients  premiers  entre  eux,  il  est 
le  plus  petit  commun  multiple  des  proposés  {Cf. 
H,  II). 

III.  On  peut  obtenir  encore  le  plus  petit  commun 
multiple  des  polynômes  (3o)  en  prenant  celui  de 
V,,  Va,  ...,  polynômes  remplissant  la  même  fonc- 
tion pour  les  sous-groupes  (3i)  respectivement  {Cf. 
Ib.,  III). 

m 
13.   Le  plus  grand  commun  diviseur  T  et  le  plus 
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petit  commun  m.ultiple  II  de  deux  polynômes  A,  B 

seulement,  sont  liés  entre  eux  et  à  ceux-ci  par  la 

relation 

rn  =  AB. 

En  nommant  A',  B'  les  quotients  des  divisions  de  A, 
B  par  leur  plus  grand  commun  diviseur  F,  on  a 
A'B'r=n,  puisque  A'BT  :  A  =  A'BT  :  AT  zz=  B'  et 
A'BT  :  B  =  A'  sont  premiers  entre  eux  (11,  II), 
(12,  II).  Et,  multipliée  par  F,  cette  relation  donne 
bien  Fn  =  A'BT2  =  A'F  .  B'F  =^  AB. 

Combinée  avec  les  observations  des  n°*  11  (III) 
et  12  (III),  cette  proposition  ramène  la  recherche  du 
plus  petit  commun  multiple  des  polynômes  (3o)  à 
celle  des  plus  grands  communs  diviseurs  d'une  succes- 
sion d'autres  groupes  se  rattachant  au  proposé  par  un 
enchaînement  que  sa  simplicité  rend  très  visible. 

14.  La  recherche  du  plus  grand  commun  diviseur 
de  polynômes  donnés,  celle  aussi  de  leur  plus  petit 
commun  multiple  (13),  ne  seraient  que  des  jeux,  si  la 
décomposition  d'un  polynôme  en  facteurs  premiers 
n'était  une  opération  des  plus  ardues,  dès  qu'il  dé- 
pend de  plus  d'une  variable  et  que  son  degré  sur- 
passe 2.  Mais  ici  il  y  a  surabondance  dans  les  condi- 
tions du  problème,  et,  ainsi  qu'il  arrive  en  pareil  cas, 
cette  circonstance  le  rend  impossible  ou  bien  lui  donne 
des  facilités  spéciales,  La  solution  dérive  du  théorème 
suivant,  ou  bien  encore  de  celui  du  n°  17  (in/.),  dont 
l'application  pratique  semble  moins  laborieuse. 

Pour  des  polynômes  OÏL,  3P^  tous  deux  enchevêtrés 
de  X  et  sans  diviseur  commun  déchevêtré  de  cette 
variable,  soit 

(32)  <SO\L-f^==^^^§ 
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la  relation  opérant  entre  eux  V élimination  de  x  (5). 

I.  Si  ^^^S  est  non-nul,  OK.,  3l>  sont  premiers  entre 
eux. 

II.  Si  ^^^^  =  o,  le  plus  grand  commun  diviseur 'b 
de  ^,  ^  est  déchevêtré  de  x,  les  quotients  ^'  —  ^)ê  '.  ^, 
!^=  ^:  ï>  divisent  D\L,  %  respectivement,  en  donnant 

(33)  —  __^, 

et  chacun  de  ces  polynômes  égaux  est  le  plus  grand 
commun  diviseur  des  proposés. 

I.  Si  fOli,  ^  avaient  un  diviseur  commun,  celui-ci 
serait  enchevêtré  de  a?,  puisqu'ils  n'en  ont  aucun  (jui 
en  soit  déchevêtré.  Appartenant  au  premier  membre 
de  (32),  ce  diviseur  en  diviserait  le  second  ^-^"^^  aussi. 
Or  c'est  impossible,  puisqu'il  est  enciievêtré  de  x^ 
alors  que  '-^^,5^,  non -nul,  en  est  essentiellement  déche- 
vêtré. 

II.  i"  Dans  aucune  des  relations  (lo),  les  mul- 
tiplicateurs P/,  Q/  n'ont  un  diviseur  premier  com- 
mun qui  soit  enchevêtré  de  x. 

Si  un  tel  diviseur  existait,  il  diviserait  ^^^P«Q/+i 
d'après  la  première  formule  de  la  paire  (17),  Qi+i 
deuxième  facteur  de  ce  produit  par  suite,  puisqu'il  n'en 
divise  pas  le  premier  '-^^Pt  essentiellement  déchevèlré 
de  X  (6).  Divisant  ainsi  Q/  et  Qt+t  à  la  (ois,  il  divise- 
rait P/^,  aussi  en  vertu  de  la  seconde  formule  de  la 
même  [)aire.  Divisant  simultanément  P^+i,  Qz+i,  on 
trouverait  semblablement  qu'il  divise  P/4.2,  Q/+25  P"''' 
P/+3,  Q/+3,  P"is  ...,  jusqu'à  P/+,,  Qy+).  Or  ce  der- 
nier lait  est  impossible,  puisque  Py^j  est  donné  |)ar  la 
M.  3 
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première  des  formules  (i6),  dont  le  second  membre 
est  essentiellement  déchevêtré  de  x. 

2°  En  particulier,  P,  Q,  dans  la  première  de  ces  re- 
lations, jouissent  de  cette  propriété,  ^,  ^  aussi, 
pris  égaux  à  ces  polynômes  (i8).  Le  plus  grand  com- 
mun diviseur  ^  de  ces  derniers  est  donc  déchevêtré 
de  X  (H). 

3°  L'hjpothèse  ^^^#  =  o  et  la  division  simultanée  de 
$,  ^  par  ïi  réduisent  la  relation  (82)  à 

(34)  cf'ort  =-^3î:,, 

celle-ci  montrant  que  ^'  divise  le  produit  ^'OI».  Mais 
$'=ûÊ';lÎj  est  premier  à  ^'=  ^:  ïr  (H,  II);  il  divise 
donc  ^  (10,  II).  Pour  une  cause  semblable,  ^  divise 
OÏL,  et  (34)  conduit  à  (33). 

4"  Les  quotients 

.m:(OlL:^)  =  '^',       ^:(_%:û^')=_<î" 

étant  premiers  entre  eux,  comme  nous  venons  de  le 
dire,  chacun  des  deux  membres  de  (33)  est  bien  le 
plus  grand  commun  diviseur  de  OÏL,  ^  (il,  II). 

15.  Maintenant,  et  en  supposant  remplies  les  con- 
ditions voulues  pour  l'existence  du  plus  grand  com- 
mun diviseur,  on  peut  amorcer  comme  il  suit  la 
gradation  qui  conduit  à  celui  de  deux  polynômes 
quelconques  OU,  ^, 

a.  —  OÏL,  X  sont  enchevêtrés  d'une  seule  va- 
riable X. 

Comme  ils  ne  peuvent  avoir  aucun  diviseur  com- 
mun déchevêtré  de  x,  le  théorème  (14)  leur  est  immé- 
diatement applicable.  Pour  cause  semblable,  ^,  ^  sont 
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premiers  entre   eux,   et  3TL  :  :^=  —  <3L  :  ^Jt'  est   le   plus 
grand  commun  diviseur  cherché. 

|j-  —  '^n,  -^^  sont  enchevêtrés  de  deux  variables  x, 
y  seulement. 

Soient  . .  .4-  M<."a7'+  ...  et  ...  +  N^' x>+  . . .  leurs 
ordinations  par  rapport  à  ic,  et  dy  le  plus  grand  com- 
mun diviseur  de  tous  les  coefficients  ...,  M''*,  ...,  ..., 
Ny,  ...,  enchevêtré  comme  ceux-ci  de  jy^  exclusivement 
(11,  III),  (a).  Les  quotients  01L:<?j,  y^\ày  n'ont  visi- 
blement aucun  diviseur  commun  déchevêtré  de  x\  on 
formera  donc  leurs  polynômes  connexes  ^j,  ^^  puis 
'^'yi  ^y>  ensuite  leur  plus  grand  commun  diviseur 
{î)K\dyy.^y  =  —{^\dy)'.%  (14,  II)  donnant  visible- 
ment 0K:^'^.  =  —  Jt;,:^^^  pour  celui  de  011,  5^. 

y.  —  DU.,  y^  sont  enchevêtrés  de  trois  variables  a?, 
y,  :;  seulement. 

En  nommant  dy^^  le  plus  grand  commun  diviseur  de 
...,  My'j,  ...,  ...,  Nyi,  ...,  coefficients  des  ordinations 
de  OIL,  .%  par  rapport  à  x  (11,  III),  (P),  puis  ^^,5, 
\^y^z  et  $^21  ^r,«7  polynômes  connexes  à  OIL  :  dy^z., 
^\ày^z  (14,  II),  on  aura 

pour  le  plus  grand  commun  diviseur  de  ces  quotients 

et  01L:^'^,z  =  — <D^:fJ,.  pour  celui  de  OÏL,  Oï,. 

5.  —  OÏL,  ^  sont  enchevêtrés  de  quatre  variables 
seulement. 

Semblablemenl. ...  Et  ainsi  de  suite. 

16.  Avant  de  poursuivre,  nous  avons  un  complé- 
ment à  donner  au  théorème  du  n°  4. 
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Dans  toute  quasi-division,  on  peut,  (fune  seule 
manière,  prendre  les  préparateurs  des  quasi-divi- 
sions partielles  respectivement  premiers  aux  quasi- 
quotients  correspondants,  et  Von  confère  ainsi  la 
même  propriété  relative  à  ceux,  ^-^^lil,  Cl,  de  toute 
l' opération. 

I.  De  même  qu'au  lieu  cité,  nous  représenterons  par 

N,t,  Ml,!'  les  coefficients  de  ;r",  «"^  dans  le  quasi-divi- 
seur Sf^  et  le  quasi-dividende  Oli^'^  de  l'opération  par- 
tielle exprimée  par  la  récurrence  courante  (6),  par 
y('^  el  'N,t,  'Ml^'.,  en  outre,  le  plus  grand  commun  divi- 
seur de  ces  coefficients  et  les  quotients  de  leurs  divi- 
sions par  lui. 

Pour  que  '^^p^'^y^^'^'M!^.  soit  divisible  par  y(')'Nu,  il 
faut  et  il  suffit  que  ^^^p^'^'M^,'.  le  soit  par 'N„,  puis,  en 
conséquence,  que  (^)p('^  le  soit  par  'N„,  puisque  ce 
diviseur  est  premier  à  'Mi,',  (10,  II).  En  nommant  donc 
x''^  le  quotient  de  cette  dernière  division,  on  aura 

polynôme  dont  le  quotient  de  la  division  par 

est  x''^'Mm'.;  et,  pour  que  ce  quotient  soit  premier  au 
préparateur  (^^p('^  =  x''''N,i,  il  faut  que  x^'^  se  réduise 
à  une  constante,  c'est-à-dire  que  (^)p('^  soit  pris  égal 
(semblable)  à  'N,,,  (9),  cette  condition  étant  évidem- 
ment suffisante. 

Désormais,  nous  supposerons  que  les  prépara- 
teurs de  toutes  les  quasi-divisions  partielles  ont  été 
déterminés  de  cette  manière. 
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H.   Soient  alors 

<  35)  (x>p(/+i)  o\iU+i^  =  (Êi(i+i)  OL  -+-  DTOJ+^^ 

le  résultat  des  éliminations  successives  de  OK^-/^,  DXL^J~*\ 
...,  3]l('+3),  D\i(i+^)  entre  les  récurrences  (7),  (8)  dont 
les  premiers  membres  montrent  les  accents  y,  j  —  i, 
. . . ,  f  +  I ,  et 

celui  de  l'élimination  de  OIL^'"'''^  entre  cette  relation  (35) 
el  la  récurrence 

i^'pf''  DW'^  =  q(''  X  -t-  DJif'^-i) 

qui  se  trouve  immédiatement  au-dessus  des  précé- 
dentes. 

5/(x)||(£+i)^  (ft('+o  sont  premiers  entre  eux,  (^)||('), 
Cl  '^  fe  sont  aussi. 
On  a  efFectivement 

moyennant  quoi  un  diviseur  premier  commun  v  des 
premiers  membres  diviserait  (-^^IJc'+'^j  sinon  (^)p(<^  (6), 
et  (^)||('+o,|a)^  i^ii+n  dans  les  deux  cas,  puisque 
(a;)1Jù+o  est  déchevétré  de  x,  que  i|<'^  est  un  monôme 
en  X  de  degré  m,  —  h  >  m/^j  —  u  degré  du  polynôme 
Ct""^".  Dans  le  premier  cas,  v  diviserait  à  la  fois 
(x)'pu+\)^  i^U+\)^  ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse. 
Dans  le  second,  où  il  diviserait  t^^p''^  mais  non  (-«^^IJ ('+'>, 
il  diviserait  aussi  i|"^,  autre  facteur  du  produit 
<x)'l^(i+t)q(i)^  ce  qui  n'a  pas  lieu  puisque  (^^p('\  q(') 
sont  premiers  entre  eux  (1  in  fine). 

111.   Comme  les  préparateurs   sont  respectivement 
premiers    aux    quasi-quotients    dans    la    dernière    et 
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l'avant-dernière  des  récurrences  (7),  (8),  le  raisonne- 
lïient  précédent  (II)  montrera  qu'il  en  est  de  même 
pour  («^IJO'-o  relativement  à  d^-/~'^  puis,  de  là,  pour 
(^}||(y-2).  tt(y-2),  puis  ...,  puis  enfin  pour  (^>|l,  €l, 
préparateur  et  quasi-quotient  de  la  quasi-division  con- 
sidérée. 

17.  Pour  les  polynômes  .OTL,  3^  du  n°  14,  toujours 
enchevêtrés  de  x  et  sans  diviseur  commun  déche- 
vêtré  de  cette  variable,  exécutons  dans  les  condi- 
tions du  n°  16  les  quasi-divisions  (i4)  du  n"  5. 

Si  SP^jj^i^^o^  ces  polynômes  sont  premiers  entre 
eux. 

Si  .X,y^2=o,  les  quotients  SLj^  ^/+i  des  divisions 
de  >JiXoj,  ^j+i  pcLt'  le  plus  grand  commun  diviseur 
'^^d  des  coefficients  de  leurs  ordinations  par  rap- 
port à  X  sont  respectivement  divisibles  par  fly^, , 
^^^Py+<,  on  a 

(36)  ^  =  =i^, 

et  chacun  de  ces  polynômes  égaux  est  le  plus  grand 
commun  diviseur  des  proposés. 

I.  Tout  diviseur  commun  de  DIL,  X  divise  aussi  X(, 
3^25  •••  ^j+ii  <3^y-i-2-  Il  résulte  en  effet  :  de  la  pre- 
mière des  récurrences  (i4)  qu'il  divise  .DL,,  de  la 
seconde,  qu'il  divise  o^a  puisqu'il  divise  <>Ki,a)Tl>)  simul- 
tanément, et  ainsi  de  suite  jusqu'à  Jl^jj^^. 

Les  poljnomes  DU,  SKs  sont  donc  premiers  enli'e  eux 
quand  3iLj^27^  o,  puisque  leurs  diviseurs  communs, 
s'ils  en  avaient,  seraient  enchevêtrés  de  x,  alors  que 
3l>j+2  en  est  essentiellement  déchevêlré. 

II.  En  supposant  maintenant  3Tl>y.,.2==  o,  tout  poly- 
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nome  sans  diviseur  déchevêtré  de  x,  qui  divise  3^y+t, 
Xy  simultanément,  divise  encore  ^j^^,  ^J-21  ••••)  ^^it 
Sf^,  DXi.  Car,  en  vertu  de  l'avant-dernière  des  récur- 
rences (i4),  i'  divise  le  produit '^^Py  0ï;,y_,,  son  dernier 
facteur  SfLj^t  par  conséquent,  puisque,  sans  diviseur 
déchevêtré  de  x^  il  ne  peut  en  avoir  aucun  appartenant 
aussi  à   '■^^Pj.    Puis  de   même   pour  Dï>y_2,   ...  jusqu'à 

III.  Il  j  a  identité  ainsi  entre  le  plus  grand  commun 
diviseur  de  OTl,  JL  et  celui  de  )Iiy,  .Xj^., .  Car  tout  divi- 
seur de  OÏL,  X  divise  Xy='*)<?x;,  ^j^t  =  ^^^âyL'j+t 
(I),  puis  Xy,  Xy^t,  comme  étant  sans  diviseur  déche- 
vêtré de  X,  sans  diviseur  commun  par  suite  avec  -^^d 
déchevêtré  de  cette  variable;  car  tout  diviseur  com- 
mun de  Xy,  SILj^,  divise  aussi  Xy,  Xy+i  sans  avoir  un 
facteur  déchevêtré  de  x,  divise  par  suite  Oli,  X  (II). 

Comme  Ji:^j^2=  o,  la  division  par  ^^^d  de  la  dernière 
relation  du  groupe  (i4)  est  possible  et  laisse 

(*Vy+,  3fLj  +  qy+,  DXo'j+i  =  o, 

ceci  conduisant  à  (36),  parce  que,  rendus  premiers 
entre  eux  (16),  '^^Py+i,  «îy+i  divisent  Xy^i,  Xy  respec- 
tivement. Et  les  membres  de  cette  relation  (36)  sont 
bien  tous  deux  égaux  au  plus  grand  commun  diviseur  de 
Xj,  Xy+i,  à  celui  de  DTl,  )Z  par  suite,  parce  que  les  quo- 
tients x;(.%;:qy+o= iy+i  et  x;(x;.+,  :  (^)py+,  )= (-r^py^, 

sont  premiers  entre  eux. 

Aussi  bien  que  celui  du  n"  14,  ce  théorème  peut  être 
emplo}'é  à  la  recherche  du  plus  grand  commun  divi- 
seur de  deux  polynômes  quelconques,  dont  la  marche 
générale  a  été  exposée  tout  à  l'heure  (15). 

18.  Pour  terminer,  voici  deux  théorèmes  utiles,  qui, 
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au  rebours  des  précédents,  n'ont  point  de  pendants  en 
A.rilhmélique. 

Pour  qu'un  polynôme  premier  ^X  divise  un  poly- 
nôme dW  quelconque,  il  est  nécessaire  et  suffisant 
que  toutes  les  valeurs  des  variables  qui  V annulent 
numériquement  annulent  OPc  aussi. 

Le  premier  point  est  évident.  Pour  établir  le  second, 
nous  remarquerons  que  ces  polynômes  sont  forcément 
enchevêtrés  tous  deux  d'une  même  variable  au  moins, 
que  nous  nommerons  x  et  que  nous  éliminerons  entre 
eux  par  la  relation 

(37)  ^OIL  -}-  ^=)b  =  '^'J(jK,  z,  . . .  ), 

^^'>§  étant  déchevêfré  de  J7,  les  multiplicateurs  $,  ^ 
ayant  par  rapport  à  x  des  degrés  respectivement  infé- 
rieurs à  ceux  de  3^,  dW.  (o).  Aux  variables  jk,  z,  . . . , 
dont  ^-^^S  dépend  à  l'exclusion  de  ;r,  nous  attribuerons 
ensuite  un  système  quelconque  y' ^  z' ,  ...  de  valeurs 
particulières. 

Si  ces  valeurs  annulent  la  totalité  des  coefficients  de 
l'ordination  de  Dh  par  rapport  à  x,  elles  annulent  X 
forcément  aussi,  d\L  encore  par  suite  et  par  hypothèse, 
et,  en  vertu  de  (S^),  on  a  numériquement 

(38)  (^'^(y,  z',  ...)  =  o. 

Si,  pouvy=y',  z  =  z' ,  ...,  les  coefficients  des 
termes  de  cette  ordination,  où  x  a  des  exposants  >  o, 
ne  s'évanouissent  pas  tous,  l'équation  en  x 

(39)  S(L(x,y,z'  ...)  =  o 

a  quelque  racine ;r',  donnant  ainsi  3^  (x',y',  z',  ...)=  o, 
puis,  par  hypothèse,  DTi (x' ,  y' ,  z' ,  . . .)  =  o  et  (38) 
encore,  à  cause  de  (3^). 
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SI  les  mêmes  attributions  numériques  annulent  la 
totalité  des  coefficients  qui  viennent  d'être  spécifiés, 
l'équation  (39)  ne  peut  être  résolue;  mais  on  verra 
facilement  qu'à  quelqu'une  des  variables  y,  z,  ...,  k  z 
pour  fixer  les  idées,  on  peut  attribuer  leur  valeur  z" 
infiniment  voisine  de  z',  à  a:  une  valeur  correspon- 
dante x",  qui  donnent  3L{a/',y,  z",  ...)  =  o,  d'où 
rfXi(x\y,  z",  ...)  =  o  par  hypothèse,  puis 

'^^^(y, -5",  ...)  =  o, 

d'après  la  relation  (37).  Si  maintenant  on  fait  tendre 
z"  vers  5',  il  vient 

lim(-^'^(y,  z",  ...)  =  o  =  (^lf(y,  z',  ...). 

Le  polynôme  ^-^^^(j",  s,  •.•)  s'évanouit  donc  numé- 
riquement pour  toutes  les  combinaisons  de  valeurs  de 
ses  variables,  c'est-à-dire  identiquement.  La  relation 
(S^)  se  réduit  donc  à 

^orc  -4-  ^-x,  =  o, 

ceci  montrant  que  3X,  divise  le  produit  ^DÎL,  0X1  par 
suite,  puisque  la  supériorité  de  son  degré  en  x,  com- 
paré à  celui  de  *$,  s'oppose  à  ce  qu'il  divise  ce  dernier 
polynôme  (6). 

19.  Pendant  un  instant,  nous  nommerons  grade 
d'un  polynôme  quelconque  OÏL,  relativement  à  un  autre 
premier  donné  3Î>,  l'entier  M(^o)  jouissant  de  la  pro- 
priété que  OR.  soit  divisible  par  DTi*',  non  par  X"'^\  tel 
ainsi,  que  l'on  ait  D\iz=  X*'^,  le  quotient  pétant  non 
divisible  par  3(^, 

Si  maintenant  on  représente  par 

(4oj  DXL,  D]v,   orc\   ... 


(  42  ) 

des  dérivées  de  Dïl  par  rapport  aux  variables  dont  j)b 
est  enchevêtré,  prises  respectivement  au  hasard  dans 
les  ordres  (totaux)  o,  i,  2,  ...,  on  a  ce  théorème  : 

Le  grade  M  de  DTl  est  égala  V  ordre  de  la  pre- 
mière des  dérl^-ées  (4o)  qui  n^ est  pas  divisible  pardTs. 

Toute  dérivation  (première)  de  S\L  par  rapport  à  ces 
variables  diminue  de  i  son  grade  (supposé  >»  o).  On 
trouve  effectivement,  en  prenant  D  pour  signe  de  cette 
dérivation, 

DOlt  =  D(DL*'^)  =  Ob^'.D^-f-  MOL*'-'(D.)b.^), 

et,  comme  Dî»  est  premier,  il  ne  divise  ni  DDt-.  ayant 
un  degré  inférieur  au  sien  par  rapport  à  la  variable  de 
dérivation,  ni  ^  par  hypothèse.  Il  en  résulte  que  le 
dernier  terme  du  second  membre  est  divisible  par 
3Ï.'*'~',  non  par  -%"  (7),  puis,  qu'il  en  est  de  même 
pour  tout  ce  membre  ayant  son  autre  terme  divisible 
par  01i**.   En  d'autres  termes,   M — i   est  le  grade  de 

D,m. 

La  réitération  de  ce  raisonnement  montre  bien  faci- 
lement que  les  grades  des  dérivées  (4o)  calculées  jus- 
qu'à l'ordre  M  sont 

M,     M  — I,     M  — 2,     ..., 

M  —  (  M  —  I  j  =  I ,         M  —  M  =  o, 

comme  il  suffisait  de  le  constater. 

Soit  directement,  soit  par  sa  combinaison  avec  la 
précédente  (18),  cetle  proposition  peut  rendre  des 
services  dans  la  décomposition  d'un  polynôme  en  fac- 
teurs premiers. 

(Extrait  des  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques, 
4'  série,  t.  VII:  mai  1907.) 
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